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Abstract. Completely multiplicative functions whose sum is zero 

(CMO) 

The paper deals with CMO, meaning completely multiplicative {CM) 

OD 

functions / such that /(I) = 1 and ^ f{n) = 0. CM means f{ah) = f{a)f{b) 

1 

for all (a, b) G therefore / is well defined by the f{p), p prime. Assuming 
that / is CM, give conditions on the f{p), either necessary or sufficient, both 
is possible, for / being CMO : that is the general purpose of the authors. 

The CMO character of / is invariant under slight modifications of the 
sequence {f{p)) (theorem 3). The same idea applies also in a more general 
context (theorem 4). 

After general statements of that sort, including examples of CMO (theo¬ 
rem 5), the paper is devoted to “small” functions, that is, functions of the 
form where the f{n) are bounded. Here is a typical result ; if \f{p)\ < 1 
and Re f{p) < 0 for all p, a necessary and sufficient condition for to be 

CMO is ^ Ref{p)/p = —oo (theorem 8). Another necessary and sufficient 
condition is given under the assumption that |1 -|- f{p)\ < 1 and /(2) 7^ —2 
(theorem 7). A third result gives only a sufficient condition (theorem 9). The 
three results apply to the particular case f{p) = —1, the historical example 
of Euler. 

Theorems 7 and 8 need auxiliary results, coming either from the exis¬ 
ting literature (Halasz, Montgomery-Vaughan), or from improved versions 
of classical results (Ingham, Skalba) about f{n) under assumptions on the 
/ * l(n), * denoting the multiplicative convolution (theorems 10 and 11). 
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1 Les fonctions CMO^ theoreme 1 

Appelons fonction completement multiplicative de somme nulle (ou fonc- 
tion CMO) toute fonction / de N* dans C non identiquement nulle, et qui 
verifie les deux conditions suivantes ; 

f\ab) = f{a)f{b) pour tout (a, &) G 


et 

+ CXD 

5^/W = 0 . 

n=l 

Precisons que conformement a I’usage, cette derniere identite signifie que la 

. N . 

suite des sommes partielles V f(n )) converge dans C quand N tend 

\n=i Jn>i 

vers +CXD, et que sa limite est nulle. 

L’objet de ce prfeent travail est de donner les informations que nous avons 
pu glaner sur I’ensemble E des fonctions CMO. Deja, on a le 

Theoreme 1. — L’ensemble E est non vide. 

Nous engageons le lecteur a chercher a demontrer ce resultat avant de 
passer a la suite. 

Les remarques de base que sont les theoremes 2 et 3 seront demontres 
an hi de la plume an paragraphe 2. La preuve du theoreme 4, qui est dans 
le meme esprit que celle du theoreme 3, sera laissee au soin du lecteur. Le 
paragraphe 3 est relatif a la notion de serie de Dirichlet generatrice. Le theo¬ 
reme 5, qui permet de valider au passage le theoreme 1, sera etabli aux 
paragraphes 4 et 5. Le paragraphe 6 est devolu principalement a quelques 
remarques generales sur les fonctions CMO. Le theoreme 6 sera demontre 
au paragraphe 7. Les theoremes 10 et 11 sont enonces au paragraphe 8, et 
seront demontres respectivement aux paragraphes 10 et 11. Les theoremes 7, 
8 et 9 seront demontres respectivement aux paragraphes 12, 13 et 14. Enfin 
au paragraphe 9, on evoque un lien avec les zeros des fonctions L d’Artin. 
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Signalons que dans tout ce texte, on utilisera la lettre n pour dfeigner 
un entier generique > 1, et la lettre p pour designer un nombre premier 
generique. 


2 Les phenomenes generaux de base, theoremes 
2, 3 et 4 

On a envie d’emblee de voir un exemple concret de fonction CMO. Comme 
une fonction completement multiplicative (on fonction CM) est determinee 
par ses valeurs aux nombres premiers, la premiere idee pour construire un 
tel exemple consiste a choisir une suite f{p) sur les nombres premiers, et 

H-OO 

d’ajuster ces valeurs de telle sorte que f{n) = 0. Le plus simple pour 

n=l 

assurer la convergence de la serie est de demander sa convergence absolue. 
Mezalor la formule du produit Eulerien 

E/<«) = nrr^ 

n p J / 

empeche la serie de s’annuler! 

(2.1) Une fonction CMO n’est pas sommable . 


Une fonction CMO n’est pas sommable. Ce fait appelle plusieurs remarques, 
dont les trois premieres montrent son caractere optimal dans des directions 
differentes. 

1) II est facile de montrer que si S' G C*, il existe une fonction CM f telle 
que 

^\fin)\<+oo et ^f(n) = S. 

n>l n>l 

Autrement dit, zero est la seule valeur interdite pour la somme d’une fonction 
CM et sommable. 


2) II est facile de deduire du theoreme 8 du present travail que I’on pent 
trouver des fonctions / CMO avec la fonction positive de x, 'Yh l/(^)l) 


croit arbitrairement lentement vers +cx). 


2<n<x 
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3) L’assertion (2.1) est mise en defaut si on suppose uniquement / multipli¬ 
cative. Par exemple, si /(I) = —/(2) = 1 et / est nulle partout ailleurs, alors 
/ est multiplicative, sommable et de somme nulle. 

4) II resulte en particulier de (2.1) que pour tout s G C avec i?e s > 1, 1/n^ 
n’est pas CMO. C’est 1’argument at ion classique due a Riemann j9] pour 
montrer que (’(s) ne s’annule pas dans le demi-plan Re s > 1. 

5) Plus generalement, il est a noter qu’aucune fonction 1/u® n’est CMO, car 

+ CXD 

pour Re s < 1 la serie ^ 1/n® diverge. Or on sait que les fonctions 1/n^ 

n=l 

sont les seules fonctions completement multiplicatives a etre regulieres en 
un certain sens. Par exemple il resulte du theoreme 2 de I’elegant travail de 
Wirsing et Zagier [13], que ce sont les seules pour lesquelles f{n + l)/f{n) 
tend vers 1. En raison done de I’irregularite de la suite {f{n))n>i quand 
n parcourt en croissant I’ensemble des entiers, irregularite qui est liee a la 
dependance de f{n) a la decomposition de n en facteurs premiers, on pent 
dire que les fonctions CMO sont de nature arithmetique. 

6 ) D’apres Polya et Szego (voir le probleme 129 du § 1 de [7|), I’assertion (2.1) 
remonte an moins a Haar, sous la forme plus generale suivante : soit / une 

H-OO 

fonction arithmetique non nulle verifiant ^ f{kn) = 0 pour tout entier 

n=l 

k > 1, alors / n’est pas sommable. 

7) Soit / une fonction CMO. On a en particulier que {f{n))n >2 et ces sous- 
suites (/(’^^))fc>i = ((/(’^))^)fc>i tendent vers 0. On en deduit que 

Vn>2, |/(n)|<l. 

De plus, le supremum des |/(n)|, comme celui des |/(p)|, est atteint. Enfin, 
en reutilisant le caractere CM, on observe que ces deux nombres sont egaux. 
On a done montre que 

(2.2) sup|/(n)| =max|/(n)| = max|/(p)| =sup|/(p)| < 1. 

n>2 ^>2 p p 

8) On a vu que si / est CMO, X]l/(^)l = +cxo. En fait, on a meme 

n 

J2\fip)\ — + 00 . En effet si J2\fip)\ < + 00 , en utilisant (2.2) et le pro- 

p p 

duit Eulerien on aurait 

^ 0 • 

n p 
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Recapitulons. Nous avons montre le 
Theoreme 2.— Soit f une fonction CMO. Alors 

(2.3) sup|/(n)| = max|/(n)| = max|/(p)| = sup|/(p)| < 1 

n>2 n>2 p p 

et 

(2.4) ^|/(p)| = +oo. 

p 

On s’interesse maintenant a la stabilite du caractere CMO. Dans quelle 
mesure une fonction CM, proche d’une fonction CMO, est encore CMO ? 
Le resultat suivant donne une reponse generale. 

Theoreme 3.— 

Soient f une fonction CM 
et g une fonction CMO 

verifiant 

(2.5) Vp, |/(p)|<l 
et 

(2.6) '^\{f - g){p)\ <+ 00 . 

p 

Alors la fonction f est CMO. 

+ 00 +CXD 

Demonstration. En effet notons F{s) = f{^)/^^ et G(s) = 

n=l n=l 

Alors les hypotheses (2.5) et (2.6) permettent de montrer que la 
serie de Dirichlet {F/C){s) converge absolunient en s = 0. Done 
F(0) = {F/C){0) ■ C{0) = 0, d’apres le caractere CMO de g. Autrenient 
dit, / est CMO. 

Nous serous amenes a travailler dans le cadre plus general ou I’une des 
deux fonctions est multiplicative, sans etre necessairement completement 
multiplicative. Nous laissons le soin au lecteur de veriher que la meme dO 
marche que celle de la preuve du theoreme 3, permet d’etablir le resultat 
suivant 
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Theoreme 4. — Soient f une fonction completement multiplicative, et g une 
fonction multiplicative verifiant 

(2.7) Vp, \f{p)\ < 1 

+ 00 

(2.8) Vp, E 9ip") e e 

k=0 

+ 00 

(2.9) El(l-/(p)) E^(/)-l| <+00- 

p k=0 

Alors les deux assertions (2.10) et (2.11) suivantes sont equivalentes 


+ 00 

( 2 . 10 ) 5 ]/( n )=0 

n=l 

+ OD 

(2.11) J]j(n)=0. 

n=l 


3 Serie de Dirichlet generatrice associee a une 
fonction CM 


Soit / une fonction completement multiplicative. On remarque que / est 
CMO si et seulement si sa serie de Dirichlet generatrice associee 


(3.1) 


+ 00 

nv = E 

n=l 


fC) 

n® 


converge en s = 0, et y est de somme nulle. En realite, tons les rfeultats 
de ce present travail resultent de I’etude des series de Dirichlet a coefficients 
completement multiplicatifs. Dorenavant, quand /(n) dfeignera une fonction 
CM, on utilisera systematiquement la notation (3.1) pour sa serie de Dirichlet 
associee. On notera egalement dans tout ce travail 


s = a + it. 
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4 Les exemples de Dirichlet—Riemann de 
fonction CMO 


Soit / une fonction CM. Notons cXc I’abscisse de convergence de la serie de 
Dirichlet associee F[s). Le cas le plus simple d’existence de fonction CMO 
est quand la fonction F{s) s’annule dans le demi-plan {Re s > cTc}. C’est le 
cas pour 


(4.1) 


H-oo 

^x(s) = 

n=l 


x(^) 


quand x 6st un caractere de Dirichlet non principal. En effet dans ce cas on 
salt que cxc = 0 et que la fonction L^{s) s’annule une infinite de fois dans le 
demi-plan {Re s > 0}. Pour tout tel zero p, on a done Qui est CMO. 

D’un point de vue historique, ces exemples de fonctions CMO ont pu 
voir le jour grace aux travaux successifs de Dirichlet et de Riemann. C’est 
en effet Dirichlet qui dans son travail magnihque [1] de 1837 introduit les 
caracteres x modulo q et leur fonction L^{s) associee. Mais il ne considerait 
ces fonctions Ly.{s) que pour la variable s reelle. C’est Riemann dans son 
celebre article j9] de 1859, qui a I’idee de considerer la fonction (C(s) d’Euler 
comme une fonction de variable complexe. De plus il demontre que la fonction 
C(s) admet une infinite de zeros dans la bande critique {0 < Re s < 1}. Avec 
I’equation fonctionnelle, on en deduit plus precisement que la fonction (C(s) 
s’annule une inhnite de fois dans la demi-bande < Re s < 1}. 

C’est en travaillant de maniere analogue avec L^{s) on x est un caractere 
de Dirichlet non principal, que I’on obtient que la formule (4.1) dehnit une 
fonction sur le demi-plan Re s > 0 du plan complexe, qui s’annule une 
inhnite de fois dans la demi-bande {| < Re s < !}• 

On appellera dorenavant exemple de fonction CMO de Dirichlet-Riemann 
toute fonction /(n) = ob X est un caractere de Dirichlet non prin¬ 

cipal et p un nombre complexe verihant Re p > 0 et L^{p) = 0. 


5 L’exemple d’Euler 

Considerons a present la fonction de Liouville A(?7,) qui est la fonction CM 
dehnie sur les nombres premiers par A(p) = —1. Ainsi A(?7,) = ±1. 
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Commengons par calculer sa serie de Dirichlet associee. Pour Re s > 1, 


+00 

la serie ^ A (n) /est absolument convergente et on a 

n=\ 


(5.1) 


^ TT 1 

jis 11 1 _ A(p) 

n P 




C(2s) 

m ' 


Or la fonction ^(2s)/C(<s) s’annule en s = 1. Si on savait que I’abscisse de 
+ 00 

convergence de ^ \{n)/n^ est strictement inferieure a 1, on pourrait conclure 

n=l 

immediatement que X{n)/n est CMO. Mais on est tres loin de le savoir 
actuellement. Notons de plus qu’il r&ulte de (5.1) que I’on a 


lim g M = lim CM = 0 

(t\i o-\i C('^) 

n=l ' ' 


ce qui exprime que la serie 'Yh ^ (^) a pour somme 0 quand on lui applique 

n 

un precede de sommation convenable. Mais c’est bien insuffisant pour mon- 
trer la convergence de la serie au sens de la convergence des sommes partielles. 

+ OD 

Indiquons a present une preuve de I’identite Y X{n)/n = 0. 

n=l 

H-oo 

Preuve de ^ A(n)/n = 0 par I’analyse de Fourier 

n=l 

Soit X > 2 > 2a > 0. On part de la formule 


(5.2) 

f sinxt 

^sin at 

2 

e~'^*^dt := TiaWx,a{u 

Jr ^ 

\ at ) 

ou 


= 1 

pour \u\ < X — 2a 



= 0 

pour \u\> X + 2a 



€ [0,1| 

pour M G M . 


Ainsi, pour a > 1, 


C(2(7 + 2it) sin xt / sin at^ 
Q{(t + it) t V at 


dt = n a 


\{n] 






w^,a(logn). 


Or la fonction 


C{2a + 2it) sin xt / sin at 


2 



tend vers la fonction 


2 


C(2 + 2it) sin xt / sin at \ 

+ it) t \ at ) 

dans L^(M) qnand a \ 1, d’apres les propriety de la fonction ({s) ci-dessous 
(cf. tlieoremes II.3.1 et II.3.22 de |11) ) 

(5.3) C-‘(s)xs-l (|s-l|<2) 

(5.4) C“‘(s) « log 3|<l (o > 1, l«l > 1/2). 


II en resulte qne 



logn<x 


1 

Tia 


(^(2 + 2it) /sinat 
C(1 + it) V at 


2 

sin xt dt + 0{a + e~^) 


on la constante implicite dans le symbole O est absolue. On conclut grace an 
leninie de Rieniann-Lebesgue (a fixe) puis en faisant tendre a vers 0. 

+CXD 

II est a noter qne la forniule ^ X{n)/n = 0 qne nous venous de deniontrer, 

71=1 

se trouve en un sens faible dans le Theorema 18 du travail fondaniental |2] 
d’Euler en 1737. 

Signalons qne I’on pent prouver de la nienie maniere qne 


(5.5) 


H-oo 

E 


n=l 


d'jn) 

n 


0 


on /i(n) designe la fonction de Mobius. II suflit de remplacer dans notre 
argumentation, la formule (5.1) par la formule legerement plus simple : 




1 


{Re s > 1). 


On pent alors deduire le caractere CMO de X{n)/n de la formule (5.5), en 
appliquant le theoreme 4. 


6 Recapitulation, theoreme 5 

Recapitulons dans un enonce formel les exemples de fonction CMO qne 
nous avons mis en lumiere dans les deux paragraphes precedents. 
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Theoreme 5 (exemples d’Euler et de Dirichlet-Riemann de fonctions CMO )— 

(i) La fonction \{n)/n est CMO. 

(ii) Soient x un caractere de Dirichlet non principal et p un nombre com- 
plexe tels que Re p > 0 et L^{p) = 0. Alors la fonction x{n)/n^ est CMO. 

Nous avons reuni I’exemple d’Euler et les exemples de Dirichlet-Riemann 
en un seul enonce car ce sont des exemples de fonctions CMO deja connus. 

II est a noter cependant qu’ils sont de nature tres differente. 

+OD 

Pour A(n)/n, la serie de Dirichlet associee F(s) = Yl, = C(2"S)/C(s) 

n=l 

ne s’annule qu’en un seul point, bien specihe, s = 1. Ce point est situe sur 
la droite d’abscisse de convergence absolue de F{s) ; cela permet de dispo¬ 
ser du produit Eulerien de F{s) dans tout le demi-plan Re s > 1, et plus 
particulierement an voisinage a droite de la droite Res = 1. 

Les exemples de Dirichlet-Riemann proviennent de I’etude des series L^{s) 
de Dirichlet associees a des caracteres de Dirichlet x non principaux. C’est 
I’equation fonctionnelle de L^{s) et le principe de I’argument qui permet de 
montrer que L^{s) admet une inhnite de zeros dans la bande critique fermee 
0 < Re s < 1. En fait, on sait qu’ils sont tons dans la bande critique ouverte 
0 < Re s < 1, ce qui permet a chacun de ces zeros de fournir un exemple 
de fonction CMO. Contrairement a I’exemple d’Euler, tons ces zeros sont 
strictement a gauche de la droite d’abscisse de convergence absolue de L^{s). 
Enhn, il est a noter que ces zeros p (et done aussi les fonctions CMO 
qui leur correspondent) ne sont pas connus de maniere precise dans la mesure 
ou on ne connait pas de formule qui donne la valeur exacte de leur partie 
imaginaire. 


7 Petites fonctions CMO, theoremes 6, 7, 8 et 9 


Etudier les fonctions CMO generales nous semble etre un probleme dif- 
hcile. Dans le cas particulier de I’exemple d’Euler X{n)/n, on a utilise son 
produit Eulerien 



n 


1 

1 + 1/p" 
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qui est valable dans tout le demi-plan vertical {Res > 1}, an voisinage a 
droite du point s = 1 qui nous interesse. 

Appelons ici petite function CM (respectivenient CMC) toute function 
de la forme f{n)/n on / est une fonction CM [resp.CMC) bornee sur les 
nombres premiers. Le point est que I’on a encore dans ce cadre I’outil fonda- 
mental qu’est son produit Eulerien 


Si f{n)/n est CMC, on sait grace an theoreme 2 que \ f{p)\/p = +oo. 

p 

Commengons par remarquer qu’en utilisant le produit d’Euler (7.1), on pent 
dire un pen plus pour les petites fonctions CMC. En effet sur la demi-droite 
a > 1, on a 


(7-2) 5:^=n 


i-/(p)/p” 


^exp 


i^ Re{f{p)) 

\Z^ pu 


}>exp| ^ 


pu /• 


Or en transposant aux series de Dirichlet le theoreme d’Abel sur les series 
entieres, on a 


n=l 


n 


Done en passant a la limite dans I’inegalite (7.2), on obtient par convergence 
monotone 

0>exp{ ^ 


Ref(p)<0 


P 


7 


d’ou finalement 


^ Ref{p) 

2^ -= -'^- 


P 


Ref{p)<0 

On a done etabli le 

Theoreme 6.— Soit f{n)/n une petite fonction CMC. On a alors 


Ref{p) 

2-^ p 

Ref(p)<0 
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Revenons maintenant a I’exemple fondamental d’Euler de petite fonction 
CMO : \{n)/n. On le sait, il est facile de deduire les deux formules suivantes 
I’une de I’autre (cf. theoreme 4) 


H-OO 

E 


n=l 


n 


0 


et 

(7,3) 


+ 0O 

E 


n=l 


n 


0 . 


A I’aide d’une inversion de Mobius qui utilise le principe de I’liyperbole de 
Dirichlet, on pent generalise! cette derniere identite de la maniere suivante 
(theoreme II. 7.24 de [H]). Dans tout ce present travail, le symbole * designe 
I’operation de convolution multiplicative. 

Theoreme I + S (Ingham + Skalba).— Soient f et g deux fonctions arith- 
metiques, liees par la relation 


9 = 


On suppose que g est bornee et que 

(7.4) lim — g{n) = . 

X^ + OO X 

n<x 


On a alors 


+ 00 

E 


n=l 


/W 

n 


0 . 


Le cas particulier (7.3) correspond k g = 5i. 

Or grace a I’important travail de Wirsing de 1967 [12] et sa generalisa¬ 
tion I’annee suivante par Halasz m on m), on sait caracteriser les fonc¬ 
tions multiplicatives g a valeurs dans le disque unite qui verihent (7.4). 
Cela permet de donner une condition suffisante pour qu’une petite fonction 
CM, f{n)/n, proche en un certain sens de I’exemple paradigmatique d’Euler 
X{n)/n, soit CMO. 

En travaillant un pen plus, nous avons obtenu le resultat suivant : 
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Theoreme 7.— Soit f une fonction completement multiplicative verifiant 


(7,5) 

Vp, |1 + /(p)l < 1 

et 


(7,6) 

/(2)^-2, 


Alors les assertions (7.7) et (7.8) suivantes sont equivalentes. 
(7.7) la fonction f(n)/n est CMO 


(7,8) 


pour tout reel r, on a 


Re[(l + f(p))p - 1 


p 


—oo. 


Ce theoreme appelle plusieurs remarques. 

1) Notons tout d’abord que I’on pent voir ce resultat de maniere geometrique. 
Munissons I’ensemble des petites fonctions CM de la norme 


fjn) 

n 


sup I/(p) I. 

p 


Alors le theoreme 7 montre que toute petite fonction CM qui est a une 
distance strictement inferieure a 1 de I’exemple d’Euler, est CMO. De plus, 
il decrit a quelles conditions une petite fonction CM sur le cercle de rayon 1 
est CMO. 

2) Rappelons (voir la condition (2.2) du theoreme 2) que la condition (7.6) 
est une condition necessaire evidente pour que f(n)/n soit CMO. En effet si 
/(2) = —2, on a /(2^)/2^ = (—1)^ et la suite f(n)/n ne tend pas vers 0. 

3) Ici on a 


(7,9) 


Vp, Re f(p) < 0, 


En choisissant r = 0 dans (7.8), on retrouve done la condition necessaire 


(7,10) 


V' ^ f(P) 

> - = —OO 

p 
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du theoreme 6. 

4) L’ensemble des fonctions multiplicatives est un groupe pour la convolution, 
alors que I’ensemble des fonctions completement multiplicatives ne I’est pas. 
C’est la raison pour laquelle, pour prouver le theoreme 7, nous serous amenes 
a evoluer dans le monde plus general des fonctions multiplicatives de somme 
nulle. En particulier, nous utiliserons le theoreme 4. 

Supposons a present que I’on a toujours (7.9), mais que I’on remplace 
la condition (7.5) par Vp, |/(p)| < 1. Alors I’assertion (7.10) devient une 
condition necessaire et suffisante pour que f{n)/n soit CMO. 

Theoreme 8.— Soit f une fonction completement multiplicative verifiant 

(7.11) Vp, |/(p)|<l 

et 

(7.12) Vp, Ref{p)<0. 

Alors les assertions (7.13) et (7.14) suivantes sont equivalentes 

(7.13) la fonction f{n)/n est CMO 

Ref{p) 

-= —oo. 

p 

Dans les grandes lignes, la preuve du theoreme 8 est de meme nature que 
celle du theoreme 7. A la place du theoreme de Halasz, on utilise cette fois-ci 
le travail de majoration de la somme 'Yh qu’ont effectue Montgomery 

n<x 

et Vaughan en 2001 dans |6], dans le cas on / est une fonction completement 
multiplicative a valeurs dans le disque unite. 

Le travail de Halasz, comme celui de Montgomery et Vaughan, repose sur 
une majoration uniforme sur des intervalles verticaux de longueur 1 situes 
an voisinage a droite de la droite Res = 1, de la fonction 

“ fip)/pT^ ■ 

n p 

En majorant F{s) sur les memes intervalles, mais cette fois-ci en moyenne, 
nous avons obtenu le result at suivant. 


(7-14) 

P 
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Theoreme 9.— Soil f une fonction completement multiplicative verifiant 


(7,15) 

Vp, |/(p)| < 1 

et 

E |i + /(p)l 

(7,16) 

p<x 

hm sup--- 

a,^+oo X/ log X 


Alors la fonction f{n)/n est CMO. 


Nous avons donne aux theoremes 7, 8 et 9, trois families d’exemples de 
fonctions CMO, qui generalisent I’exemple liistorique d’Euler. II serait inte- 
ressant d’unifier et generaliser ces families d’exemples. Peut-on aller jusqu’a 
caracteriser les petites fonctions CMO parmi les petites fonctions CMl 


8 Inversion de Mobius, theoremes 10 et 11 

On a donne an paragraphe precedent les grandes lignes de la preuve de 
I’implication (7.8) ^ (7.7) du theoreme 7. Pour etablir la reciproque, nous 
avons besoin de relier le comportement asymptotique de ^ f{n)/n a celui 

n<x 

de sous une hypothese de regularite plus generale que celle, (7.4), 

n<x 

du theoreme I+S. Nous donnons deux rfeultats : le premier generalise le 
theoreme d’Ingham qui intervient dans le theoreme I+S ([5] on chapitre II.7 
de m), le second celui de Skalba ([10] on chapitre II.7 de m)- 

Theoreme 10.— Soient f et g deux fonctions arithmetiques verifiant 


9 = f*^- 

On suppose qu’il existe un reel r tel que 

(8.1) ^ g{n) = L{\ogx) + o{x ), {x +oo) 

n<x 

oil L est une fonction bornee qui verifie 

(8.2) sup \L{t) — L{x)\ = o{l), (x —>■ +CX)). 

x<t<x-\-l 
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Alors on a 


E 

n<x 


fin) 

n 


+ { ,rC(l + tT) ) +"(!)’ (a^^+oo)- 

n<x ^ ^ n<x 


Si T = on convient que = 1- 

Notons que le theoreme d’Ingham correspond an cas on r = 0 et L est une 
fonction constante. Comme pour le resultat d’lngham, le theoreme 10 s’ob- 
tient en effectuant une summation d’Abel suivie d’une inversion de Mobius 
qui utilise le theoreme des nombres premiers. 


Theoreme 11.— Soient f et g deux fonctions arithmetiques verifiant 


9 = 


On suppose que g est bornee et qu ’il existe un reel r tel que 

(8.3) ^ g{n) = a;^’''*'^L(loga;) + o{x ), {x +cxd) 

n<x 

oil L est une fonction qui verifie 

(8.4) sup |L(t) — L(a;)| = o(l), (x —)■+cxd) 

x<t<x-\-l 

Alors on a 

fi^^ = 1 i^) ’ ix^+oo). 

n<x ^ n<x 

Si T = 0, on convient que = 0. 

Remarquons que la fonction L est necessairement bornee. Notons par 
ailleurs que le theoreme de Skalba correspond an cas on r = 0 et L est 
une fonction constante. La encore la preuve s’obtient en generalisant celle 
du resultat de Skalba. Comme pour le theoreme 10, on va effectuer une 
inversion de Mobius, a laquelle cette fois on ajoute le principe de I’hyperbole 
de Dirichlet, et on va utiliser le theoreme des nombres premiers. 
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9 Exemples d’Artin de fonctions CMO ? 

Soient L/K une extension galoisienne de corps de nombres, 

G = Gal(L/i^) son gronpe de Galois, 
p nne reprfeentation de G dans GL„(C). 

La fonction L d’Artin L(p, s) associee a cette representation est alors, pour 

+CXD 

Res > 1, la somnie d’une serie de Dirichlet L{p,s) = ^ {o,n)n>i est 

n=l 

une suite multiplicative (pour tout ce paragraphe sur les fonctions L d’Artin, 
voir HD- De plus, on salt que L(p, s) admet un prolongement meromorphe 
sur C. On a meme la 

Conjecture d’Artin 

Si p n’est pas la repr&entation triviale, alors L(p, s) est une fonction 
entiere. 

II est a noter en particulier que pour la plupart des series L d’Artin 

+ OD 

L(p, s) = on ne sait pas determiner I’abscisse de convergence de cette 

n=l 

serie de Dirichlet. 

Si ttn est une fonction completement multiplicative, on a A = Q et la 
fonction L{p,s) est en realite une fonction L^{s) associee a un caractere 
X de Dirichlet. Gonsiderons done id le cas on n’est pas completement 
multiplicative. 

+CO 

Soit p un nombre complexe tel que Yh = 0. Gomme Un n’est pas 

n=l 

GM, n’est pas GMO. En revanche, on pent esperer qu’il existe une 

fonction GMO « an voisinage » de an/n^- 

De fait, s’il existe un p = /3 + iq avec /3 > 1/2 tel que 

+ 0O 

V^ = o 

7j,/3+*7 ’ 

n=l 

alors, en utilisant les propriety de la suite a„ et le theoreme 4, on pent 
montrer que la fonction GM f{n)/n^ on / est dehnie sur les nombres premiers 
par f{p) = Op, est GMO. II est a noter cependant que I’existence de ce type 
d’exemple de fonction GMO est sujette a caution, dans la mesure on cela 
invaliderait I’hypothese de Riemann generalisee aux fonctions L d’Artin. 

En realite, si on suppose verihee I’hypothese de Riemann generalisee aux 
fonctions L d’Artin, nous ne savons pas construire a partir de leurs ze- 
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ros, d’autres fonctions CMO que celles correspondant aux caracteres x de 
Dirichlet. 


10 Preuve du theoreme 10 

On note 




n<x 


et 




n<x 


Par une sommation d’Abel et une inversion de Mobius, on obtient 

/(n) F{x) 


E 

n<x 

px 


n 

F(.u) 

V? 


X 


du 


^/i(n) f G{u/n)^ 
Jn w 


E 

n<x 


p{n) 


('Xju 


n 


G{v 


dv 


P := 


G{v) /i(n) dv 

/i V n V 

n<xlv 

=P + Ei + E 2 oil 

/i(n) dv 


L{logv) 


n<xlv 


n V 


l—ir 


El := 


/ E 

1 / 


/i(n) dn 


et Eo := 


an 


n<xlv 


n V 


'Pi 


E 

n<xlv 


jj,{n) dv 


n V 
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avec 


( 10 . 1 ) 


a{v) := 


G{v) 


v^'^L{\ogv) = o(l), {v —)■ +oo) 


En utilisant le theoreme des nombres premiers sous la forme 


( 10 , 2 ) 

on obtient 

et 


El < 


ix{n)/n -C 1/log^ 2v 

n<v 

dv r 


dv 


•C 


1 1 v\og^ x/v J^vlog^v log 


X 


E 2 = / a{x/v) 2 ^- 


n V 


■C sup \(y{t) \ ■ 

t>y/x 


n<v 

dv 

/ , 2o X 

Ji ulog 2v t>^ 


Par ailleurs, on a 


F = x" 


Li\ogx/v) 2^ 


niji) dv 


n<v 


n V 




= x"Lilogx)Z^{x) + 0{E3) 


avec 


et 


Z-rix) = 


E 


fi{n) dv 


—V ^ ^ 


l+zr 


/ X . I 

Lilogx) - L(logx/u)| I 2^ 

n<v 


/i(n) 


n 


dv 

V 


Supposons que r 7 ^ 0. D’apres I’exercice 178 de [TT], on a 

Z-^ fii+iT pn-i-^T-) 
n<x ' ' 


(10.3) 


^ + 0/ ^ 


logx 
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En utilisant egalement (10.2), on en deduit que 



dv 

yl+ir 



n<x n<x 


1 

irC(l + ir) 



Par un calcul analogue, on obtient egalement 


Zo{x) 


= 1 + 0 


log a; 


Notons 


(10,4) 


(p{x) := sup sup |L(logt) — L(logt/M)| . 

t>x l<u<e 


En utilisant (10.2), on a uniformement pour 2 < y < x, 


E3 sup |L(loga;) — L(loga;/M)| 

l<u<y 

< (log y)+ix/y) + l/\ogy. 


dv r dv 

L V log^ 2v Jy V log^ 2v 


Recapitulons. Avec ces differentes estimations, on a 

/(n) F{x) x~^'^L{\ogx) 
n X irCil + ir) 

n<x ' ' 

^ (^ogy)ip{x/y) + sup |a(t)| + -- := l3{x,y). 

\t\>v^ log?/ 



En choisissant y = min(exp ^/x) et en utilisant les hypotheses 

(8.1) et (8.2), on obtient que /3{x,y) = o(l) quand x —)■ +cx). En reutilisant 
I’hypothese (8.1) on conclut que 


/(^) 

^ n 

n<x 


F{x) + 


irC^il + it) 


G(a)) + 0(1), 


{x —)■ +CX)) . 
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11 Preuve du theoreme 11 


Remarque preliminaire 

Au theoreme 10, nous devions estimer dF{u) ^ c’est p dF{u). Le 
poids 1 etant plus grand que le poids 1/u, I’estimation ici est plus delicate. 
De fait on introduit ici I’hypothese supplementaire g bornee. De plus, comme 
pour le theoreme 10, on a recours au theoreme des nombres premiers et a 
I’inversion de Mobius, mais on est amene ici a afhner en utilisant le principe 
de I’hyperbole de Dirichlet. 

Preuve. 

Nous utilisons les memes notations que pour le theoreme 10. On a par le 
principe de I’hyperbole, pour tous a; > 0 et ?/ > 0, 

F{x) = jj,{m)G{x/m) + g{n)M{x/n) — G{x/y)M{y) avec 

m<y n<xly 

Mit) := ^/i(n). 

n<t 

On utilise ici le theoreme des nombres premiers sous la forme 

M{t) < t/ log^ t, (t > 2). 

Supposons dorenavant x > 2y > A. 

Comme g est bornee, on a d’une part 

G{x/y)M{y) < x/hg^y 


et d’autre part 


g{n)M{x/n) < Y 


n \o^{x/n) 


< X 


dt 




'3/2 tlog x/t 


= X 


9 < , 

t log t log y 


X 


On a enhn 


Y^ y{m)G{x/m) = x[x^'^{P — Ei) + E 2 ] 

m<y 
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avec 


m<y 

•= “ Li\ogx/m)) 

TTX 

m<y 

et 

/i(m) , , , 

^2 - ■ 
m<y 

(On rappelle que la fonction a a ete definie en (10.1)). 

D’apres (10.3), on a 


P 


L(\ogx) 
C(1 +ir) 


^1 + Or 



Par ailleurs, on a avec ip{t) definie en (10.4), 

El < {\og‘^y)(p{x/y). 


Enfin on a 

E 2 < (logy) sup \a{t)\. 

t>xly 

Recapitulons. On a pour x >2y > A 

L^log^^^/ |a(t)| + (log^y)(p(a;/y) + 1/logy) . 

Xl+ZT ((l+*r) V t>x/y 2 

En utilisant (8.3) et (8.4) et en procedant coninie a la conclusion de la preuve 
du theoreme 10, on conclut que 

, G(x) 

12 Preuve du theoreme 7 

Notons g = f * 1 et designons par g et f les fonctions multiplicatives 
definies par 


g{p^) = g{p) pour tout p premier et tout k > 1 
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et 

g = 

D’apres (7.5), on a ||^||oo < 1- On pent done appliquer le theoreme de Halasz 
(theoreme III.4.5 de [H]), ce qui nous aniene a distinguer deux cas. 

Si (7.8) est verifiee, on a ^ g{n) = o(x). En appliquant les theorenies 10 

n<x 

et 11, on en deduit que 

fin) 

= 0 . 

n 

Supposons a present que (7.8) n’est pas verifiee. Alors pour le reel r tel 
que 2^ —^— > —cx), on a 

p 


+ CXD 

Z 

n=l 


^ 5 f(n) = x^’''*'^L(logx) + o(x) 


n<x 


on L est une fonction a valeurs dans le cercle unite qui verifie (8.2). 
En appliquant les theorenies 10 et 11, on a done 


E 

n<x 


fin) 


n 


+ 


irC(l + ir) C(1+ *'?') 


x*'^L(logx) + o(l). 


Rappelons les eonventions : si r = 0, 1/C(1 + ir) = 0 et l/(irC(l + ir)) = 1. 
On a done 


irC(l + ir) C(l + *^) 


7^ 0 pour tout reel r . 


On deduit de I’etude de ees deux eas que I’assertion (7.8) est equivalente 
a I’identite 


( 12 . 1 ) 


fin) 

\ = 0 . 


n=l 


Par ailleurs, en utilisant les hypotheses (7.5) et (7.6), on obtient, d’une 
part 

fip) 


Vp, 


P 


< 1 , 
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d’autre part 


et enfin 


+ 00 
Vp, 


A:=0 




p 


7^0, 


E (1- 



f{p^) 

pk 



2-^ \ p 

p 


< +00 . 


En appliquant le theoreme 4, on obtient done que les assertions suivantes (12.2) 
et (12.3) sont equivalentes 


( 12 , 2 ) 

(12.3) 



n=l 


On a done prouve que les assertions (7.8) et (12.3) sont equivalentes, ee qui 
eonelut. 


13 Preuve du theoreme 8 


Compte tenu de I’liypothese (7.12), I’iniplleation de (7.13) vers (7.14) 
resulte du theoreme 6. 

Attaquons nous maintenant a la reeiproque (en realite, I’hypothese (7.14) 
n’interviendra qu’a la fin de notre argumentation). Notons eomme d’habitude 

F{s) = E f{n)/n^ = n(l - f{p)/p")~\ et 

n p 


H{a) : = 


E max 

s=<T + it 

fcez |t-fe|<i/2 


Fis) 


2\ 1/2 



max 

|i-A:|<l/2 


s — 1 


1/2 


Cette reeiproque repose sur le rfeultat suivant, qui est implieite dans le travail 
[6] de Montgomery et Vaughan de 2001. 

Lemme fondamental MV .— 

Soit f une fonction CM verifiant sup |/(p)| < 1 et hm((j — l)H{a) = 0. 

p crVl 

Alors la fonction f{n)/n est CMC. 
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Cela rfeulte de la majoration 


/ {n) 

> < 

Z_^ r) 


n<x 


logx - 


H(l + 


logx 


+ 


H{a] 


da 


'1+1/ logx 


a 


qui elle meme constitue une legere variante du theoreme 2 de [6], et se de- 
montre de la meme maniere. 

Le travail effectif va consister dans un premier temps a majorer F{s), pour 
pouvoir dans un deuxieme temps majorer H{a). 

Pour tout reel positif r, notons 


r"*" = max(r, 1) et r = min (r, 1). 


Lemme 1. — Soit f une fonction CM verifiant sup \f{p)\ < 1- Alors 

p 


(13.1) F(s) + (1 <a<2,teR). 

De plus, sous I’hypothese supplementaire supi?e/(p) < 0, il existe une cons- 

p 

tante Ci > 0 telle que 


(13.2) 


F{s) < 


1 + 


\t\- 


a 




(1 < cr < 2,t G M). 


Demonstration. La majoration (13.1) est la premiere du lemma 2 de [6]. 

Pour prouver (13.2) on traite uniquement le cas on t > 0. Les calculs sont 
similaires pour t < 0. 

On a pour a > 1 


p 


X exp 


P 


d’ou, sous les hypotheses sup \f{p)\ < 1 et supi?e f{p) < 0, 

p 


(13.3) F(s) x; exp I ^ h(t logp)/p‘^|, {l<a<2,teM) 

p 


ou hiv) := max Reize ™). 

|2:|<1 et Rez <0 
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En realite, on observe facilement que h est 27r-periodique et verifie 


h{v) = 


sinnl si |n| < 7r/2 
1 si tt/2 < V < 37r/2 


Par une sommation d’Abel, on a 




h(t logp) 


'*+OD 


h(t logti) 


po 


du + 0(t^ 


/g log u 

rh) 

/ — + 0{t^ 


D’ou 

(13.4) 




pu 


avec 


f + OO 


Q{t) ;= / — . 

Jt+ 

Si t < (T — 1, alors Q{t) = 0(1), ce qui avec (13.3) etablit la majora- 
tion (13.2). 

Supposons dorenavant t > a — 1. On a alors 
Q{t) = jh{v)-+ 0{1) 

Jt+ V 

^ 27 r(fc+l) 1 / 1 \ \ 

^ /. '*(‘’>(5S + ®(p))‘''' + ®<^> 


t+/ 27 r<fc<t/ 27 r(cr-l) 
p27r 


' 27rk 


'“'"H '“s( f(^ 


+ 0(1) 


Done la encore, la majoration (13.2) decoule grace a la combinaison de (13.3) 
et (13.4). 

Nous aurons egalenient besoin de la majoration 


(13.5) 


|f(s)l<C(<^) 


a — 1 


, (1 < CT < 2) . 
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En utilisant successivement les majorations (13.5) et (13.2) on obtient, 
pour la constante Ci du lemme 1, 


|fc|>6^1og(^) 


\t-k\<h I ^ - 1 I " - 1)^ log(^) 


Done 


(13.6) 




lliCX-A. - - 

|i-fc|<5 I S — 1 I _ X) 


1+1 + ^ 


y niax ^ 


F{s) |2y/2 


(a-l)Jlog^ 


Supposons a present 0 < t < 1/2 (les calculs sont identiques pour —1/2 < 
t < 0). On note a := 

Si < (F((t))“, en utilisant la majoration (13.2), on obtient 


F{s) F{s) 1 fa-I 

- ^ - - 

s-1 "" t a-l\ t 


a — L 


Si an contraire (F((t))“ < en utilisant la majoration (13.1) on obtient 


F{s) F^ F^ / |t| 

s-l a-l a-lV a-1 


(T — 1 


Ora(^ — - ) =1 — — = 1-En combinant ces deux cas, on obtient 

XZttJ tt tt+d * 

done 


(13,7) 


max - 

|t|<l/2 S — 1 


FW F(g)‘-^ 

5 — 1 (T — 1 


Nous sommes maintenant en mesure de eonelure. Soit / une fonetion CM 
verifiant (7.11) et (7.12). Alors 


F{a) X exp I ^ 


Ref{p) 


, (1 < a < 2), 
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et par convergence monotone, 


Refjp) ^ Refjp) 

^ P cr\l ^ p^ 


D’apres I’hypothfee (7.14), on a done 

lim F{a) = 0 . 

cr\l 

Avec (13.6) et (13.7), on en deduit que 

lim((j — l)i7(cr) = 0 . 

(t\1 

Le lemme fondamental MV permet done de conclure que f{n)/n est CMO. 


14 Preuve du theoreme 9 


A toute serie de Dirichlet ^ on associe la fonction 

n>l 

S{x) = \{n<x : 0}| . 


Nous aurons besoin du resultat auxiliaire suivant 


Lemme 2.— II existe une constante C 2 > 0 telle que pour toute serie de 
Dirichlet absolument convergente ^ , on a 

n 


t-T + l/2 

sup / 2 . 

tSR J r—1/2 ^ 


'dt<C'2 5^|a„|2(A(9n)-A0). 

n 


La preuve s’obtient sans difficulte en generalisant celle de la formule (1.4.12) 
du theorem 1.4.6 de jS]. 

Remarque preliminaire. 

Dans le cas de I’exemple d’Euler X{n)/n, on a F{s) = ({2s)/({s) qui 
est holomorphe an voisinage de la droite Res = 1. Cela n’est plus vrai 
dans le cas general. L’un de nos premiers objectifs est de montrer que les 
hypotheses du theoreme 9 entrainent I’existence presque partout en t de la 
limite lim F(a + it). Pour cela on travaille avec 

< 7^1 + 


G(.) := F{s)as) 
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et on va majorer en moyenne la fonction G{s). 

Preuve du theoreme 9. 

D’apres I’hypothese (7.15), les fonctions F{s) et G(s) sont holomorphes 
dans le denii-plan Res > 1. 

Soit I un intervalle de M de niesure 1. On a pour tons 1 < ai < <72 < 2 


(14.1) 


|G((J2 + it) — G{ai + it)\dt < 


\G\a + it)\dt da 


et par Cauchy-Schwarz 


(14.2) 


avec 


et 


\G'{a + it)\dtj < J{a)K{a) 
\G' 


Ji(^) = I + 


dt 


K{a) = / \G{a + it)\‘^dt. 


Notons 


+ OD 


G)!-) = E 


n=l 


9{n) 




La fonction g{n) est multiplicative et verifie 


(14.3) 


^(/) = 5^/^’(p)- 

j=0 


Avec riiypothese ||/||oo < 1, on a done pour Res > 1 


9L 

'g 


{s) 


E 


{\ogv) g{p) 

pS 


+ 0 ( 1 ). 


D’ou, en utilisant le lemme 2 et le theoreme des nombres premiers, 


Jis^) 1 + 


logp 




ijyZo '—1 

P ^ 


< 1 


^ logP 

P 


c, 


po 




1 

a — 1 
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Par ailleurs en reutilisant le lemme 2, on a 


^ ^ (y^AG—\ - / ^ cqG \ \ / ^ jyka 

n n p k>0 ^ 

-....{Ei«(.*“E*»(i))l 


d’apres (14.3) et I’hypothese 


oo < 1. On a done 


K{a) exp {E 


|9(P)I= 


D’ou avec (14.1) et (14.2), 


(14.4) j \G{a 2 +it) - G{(Ji+it)\dt / exp < - 


lv^l^(p)Pl do- 


2 ^ po 
p 




Notons A{t) = Yu \g{p)\^- On a 

p<t 

a J ^a+1 

P 

Or g{p) = 1 + f{p)- Done I’hypothese (7.16) du theoreme 9 entraine qu’il 
existe deux eonstantes to > 1 et c > 0 telles que 


-dt < (1 — c) 


dt 1 

-^ = (l-c)log^ + 0(l). 


G log t 


a — 1 


II deeoule done de la majoration (14.4) que 
(14.5) 

/ t +1/2 pcF2 

\G{(J2 + it) — G{ai + it)\dt < / M{a)da, (1 <ai <<72 <2) 


on M est une eertaine fonetion positive et integrable sur ]1,2]. Done quand 
(j —)■ I"*", G{a + it) eonverge dans L^iM.) vers sa liniite ponetuelle qui 
est dehnie presque partout en t et que I’on notera G(1 + it). La fonetion 
F{1 + it) := lim F{a + it) est done egalement dehnie pour presque tout 

(t\1 

reel t. 


30 



Soient x et a deux reels fixes pour I’instant et verifiant x > 2 > 2a > 0. 
Soit a g] 1,2]. On note 


. , sinxt/sinat\2 sinxt 


, sinxr/smar\ 


tC{a + it) 




sin at \ 2 


D’apres les propriety (5.3) et (5.4) de la fonction C('S), on a 


sin xt 


sin xt 


— — — — — . 


Par ailleurs, on a prouve que 


lim G{a + it) = G(1 + it). 
^L(«) 


Compte tenu de la majoration (14.5), on en deduit que 


li,„G(a+ «)(—)' 

•^Ni \ at / 

l1(R) 


= G(l + *t)( 


sin at \ 2 


Done finalenient, on a 


lim $cr = $1 

<7\jl 

1,1 (K) 


En particulier, on a 


.. i , sinxt/sinat\2 , sin xt /sin at \ 


. , sin xt / sin at \ 2 


On pent a present suivre la demarche du paragraphe 5. On a d’apres (5.2), 
pour tout u > 1, 

1 f F((T + tt)/sinat\2 _ 

— / -!—- smxtdt = Y,-^mU'ogn) 


T tO + o 


+ 0(a + e-"). 


logn<x 


x—2a<\ogn<x-\-2a \ogn<x 


En passant a la limite quand a —)■ I"*" et en utilisant (14.6), on obtient 


(M-l) Z 


f{n) 1 f F (1 + tt)/sinat \2 _ 


log n<x 


n Tra 


sinxt dt + 0{a + e 
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Or 


F(1 + it) /sinat\ 2 


at 


dt 


|G(l + ^t)| 

l + t2 


dt 


^ rk+l/2 

— / \G{1 + it)\dt < +00 d’apres (14.5). 

S A-1/2 


Done ^ L^(IR), En faisant tendre x vers +oo dans (14,7) et 

en appliquant le lemme de Riemann-Lebesgue, puis en faisant tendre a vers 
0, on conclut que f{n)/n est CMO. 


Remarque. 

Nous avons exprime I’hypothese (7.16) du theoreme 9 sous cette forme 
pour avoir une condition suffisante sur la distribution des /(p) qui s’exprime 
simplement. Mais on verifie facilement que I’on a en realite demontre le rO 
sultat legerement plus fort suivant. 


Theoreme 9'.— Soit f{n) une fonction completement multiplicative veri- 
fiant 

sup |/(p)| < 1 

p 


et 


exp 


1^|1 + /(P)P 


p. 


da 

y/a — 1 


< +CXD . 


Alors f{n)/n est CMO. 
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